Тема 1.6 "Начала математического анализа"

Последовательности. Производная. Числовая последовательность.

Если каждому натуральному числу n поставлено в соответствие вещественное число хn, то говорят, что задана последовательность


 = .


Числа  называются элементами (членами) последовательности, символ  – общим элементом (членом), а n –номером элемента.
Для последовательностей можно определить следующие операции:
1) 

Умножение последовательности на число m: , т.е. 
2) 
Сложение (вычитание) последовательностей: .
3) Произведение последовательностей: [image: ].
4) 
Частное последовательностей:  при [image: ].
[bookmark: Ограничинеогранпосл]Ограниченные и неограниченные последовательности.


Последовательность  называется ограниченной сверху, если для любого n существует такое число М, что .


Последовательность  называется ограниченной снизу, если для любого n существует такое число m, что .

Последовательность  называется ограниченной, если она ограничена и сверху и снизу, т.е. существуют такие числа М и m, что для любого n верно неравенство: [image: ].
Предел последовательности.




[bookmark: Предел]Число а называется пределом последовательности , если для любого положительного  существует такой номер N, что для всех  выполняется условие:  Это записывается:

.

В этом случае говорят, что последовательность  сходится к а при n.
Основные свойства сходящихся последовательностей.
1. Сходящаяся последовательность ограничена.
2. 



Пусть [image: ], , тогда , , .
3. 

Если [image: ], [image: ] и для всех n выполняются неравенства , то .
4. 

Если  и последовательность  – ограниченная, то [image: ].
[bookmark: Монотонпосл][bookmark: Лекция9]Предел функции в точке.



Пусть функция  определена в некоторой окрестности точки  (т.е. в самой точке  функция может быть и не определена)




Число А называется пределом функции  при ха, если для любого  существует такое число , что для всех х таких, что [image: ] верно неравенство [image: ]. В этом случае пишут: 








[bookmark: Одностпред]Если  при ха только при , то  – называется пределом функции [image: ] в точке  слева, а если  при ха только при , то  называется пределом функции [image: ] в точке  справа.



Пределы А1 и А2 называются также односторонними пределами функции  в точке . Также говорят, что А – конечный предел функции .
[bookmark: Предфунпристремаргкбес][bookmark: Основнтеоропред]Основные теоремы о пределах.

Теорема 1. , где С = const.

Следующие теоремы справедливы при предположении, что функции  и [image: ] имеют конечные пределы при ха.

Теорема 2. 

Теорема 3. 

Следствие. 


Теорема 4.  при 
[bookmark: Бесконмалыефунк]Бесконечно малые функции.

Функция  называется бесконечно малой при ха, где а может быть числом или одной из величин , + или –, если [image: ].
[bookmark: Свойствабескмалых]Свойства бесконечно малых функций:
1) Сумма фиксированного числа бесконечно малых функций при ха тоже бесконечно малая функция при ха.
2) Произведение фиксированного числа бесконечно малых функций при ха тоже бесконечно малая функция при ха.
3) 
Произведение бесконечно малой функции на функцию, ограниченную вблизи точки  является бесконечно малой функцией при ха.
4) Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, предел которой не равен нулю есть величина бесконечно малая.
[bookmark: Бескболфуниихсвязьсбм]Бесконечно большие функции и их связь с бесконечно малыми.

Функция называется бесконечно большой при ха, где а – число или одна из величин , + или –, если , где А – число или одна из величин , + или –.
Связь бесконечно больших и бесконечно малых функций осуществляется в соответствии со следующей теоремой.

Теорема 5. Если  при ха (если х) и не обращается в ноль, то


Сравнение бесконечно малых функций.




Пусть ,  и  – бесконечно малые функции при . Эти бесконечно малые функции можно сравнивать по быстроте их убывания, т.е. по быстроте их стремления к нулю.



Если , то функция  называется бесконечно малой более высокого порядка, чем функция .



Если , то  и  называются бесконечно малыми одного порядка.



Если то функции  и  называются эквивалентными бесконечно малыми. Записывают  ~ .



Бесконечно малая функция  называется бесконечно малой порядка k относительно бесконечно малой функции , если предел .

Однако следует отметить, что не все бесконечно малые функции можно сравнивать между собой. Например, если отношение  не имеет предела, то функции несравнимы.
[bookmark: Свойстэквивбмф]Свойства эквивалентных бесконечно малых.

1)  ~ , 

2) Если  ~  и  ~ , то  ~ , 

3) Если  ~ , то  ~ , 



4) Если  ~ 1 и  ~ 1 и , то и  или .
Свойство 4) особенно важно на практике, т.к. оно фактически означает, что предел отношения бесконечно малых не меняется при замене их на эквивалентные бесконечно малые. Этот факт дает возможность при нахождении пределов заменять бесконечно малые на эквивалентные им функции, что может сильно упростить вычисление пределов.
Замечательные пределы
Первый замечательный предел
Предел отношения синуса бесконечно малой дуги к самой дуге, выраженной в радианах, называется первым замечательным пределом. Этот предел равен единице.


	  	  или		
Второй замечательный предел





где . Если , то  и второй замечательный предел можно записать в виде:


Кроме трех, изложенных выше, пределов можно записать следующие полезные на практике соотношения:


	Производная функции






[bookmark: _Hlt482118468]Пусть x1 и x2 – значения аргумента, а  и  – соответствующие значения функции . Разность  называется приращением аргумента, а разность  – приращением функции на отрезке 


Производной функции  в точке  называется предел отношения приращения функции в этой точке к приращению аргумента, когда последнее стремится к нулю.


Геометрический смысл.







Производная функции  в точке x0 равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке , т.е. , где  – угол наклона касательной к графику функции  в точке М0.
Геометрический смысл производной состоит в том, что значение производной функции в точке равно угловому коэффициенту касательной к графику функции в этой точке.

  - уравнение касательной.

[image: ]

Физический смысл.






Предположим, что функция  описывает закон движения материальной точки по прямой линии, т.е.  – путь, пройденный этой точкой от начала отсчета за время t. Тогда за время t0 пройден путь , а за время t1 – путь . За промежуток времени  точка пройдет отрезок пути .
[image: ]


Отношение  выражает среднюю скорость движения материальной точки за время . 




Предел отношения  при  называется мгновенной скоростью движения материальной точки в момент времени t0. Поскольку , то физический смысл производной функции  – мгновенная скорость движения.
Соответственно, вторая производная функции – ускорение.

Основные правила дифференцирования.



Обозначим ,  и  – функции, дифференцируемые в точке х.
1) 
1) 
, где С – постоянная величина.
2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 
, если v  0
8) 

9) 

10) 



Если , , т.е. , то  – производная сложной функции.

[bookmark: Производныеосновныхфункций]Таблица производных.
1) 
2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 


Пусть , , тогда 

[bookmark: Правнахождпроизв][bookmark: _Hlt482196979]

Контрольные вопросы
1. Последовательности. 
2. Способы задания и свойства числовых последовательностей. 
3. Понятие о пределе последовательности.
4.  Существование предела монотонной ограниченной последовательности.
5.  Суммирование последовательностей. 
6. Понятие о производной функции, ее геометрический и физический смысл. 
7. Уравнение касательной к графику функции.

Применение производной к исследованию функции.
[bookmark: Возрастиубывфункций]Условия возрастания и убывания функций.





Теорема 1. Для того чтобы дифференцируемая на интервале  функция  была неубывающей (невозрастающей) на этом интервале, необходимо и достаточно, чтобы  () для всех .






Теорема 2. Если функция  дифференцируема на интервале  и  () для всех , то эта функция возрастает (y6ывaeт) на интервале.
[bookmark: Точкиэкстремума]Точки экстремума.
Точки максимума и минимума функции называются точками экстремума. 


Теорема 3. (необходимое условие существования экстремума) Если функция  в точке х0 имеет экстремум, то производная  обращается в нуль или не существует.
Следствие. Обратное утверждение неверно. Если производная функции в некоторой точке равна нулю, то это еще не значит, что в этой точке функция имеет экстремум.
[bookmark: Критичекскиеточки]Критическими точками функции называются точки, в которых производная функции не существует или равна нулю.


[bookmark: Достуслэкстремума]Теорема 4. (достаточное условие существования экстремума) Если при переходе через критическую точку х0 слева направо производная функции  меняет знак с “+” на “–“, то в точке х0 функция  имеет максимум, а если производная меняет знак с “–“ на “+” – то функция имеет минимум.
Правила нахождения экстремумов функции.
1) Найти производную функции.
2) Найти критические точки функции.
3) Исследовать знак производной в промежутках, на которые найденные критические точки делят область определения функции.
4) [bookmark: Исследфункспомпроизвысшпор]Определить существование максимумов и минимумов и найти значение функции в этих точках.
Схема исследования функций
Процесс исследования функции состоит из нескольких этапов. Для наиболее полного представления о поведении функции и характере ее графика необходимо отыскать:
1) Область существования функции (это понятие включает в себя и область значений, и область определения функции).
2) Исследовать функцию на четность и периодичность.
3) Координаты точек пересечения графика функции с осями координат (если они имеются).
4) Интервалы возрастания и убывания.
5) Точки максимума и минимума.
6) Построение графика.
[bookmark: ТеоремаКоши]Контрольные вопросы
1. Условия возрастания и убывания функций.
2. Точки экстремума.
3. Правила нахождения экстремумов функции.
4. Схема исследования функций


Вторая производная, ее геометрический и физический смысл.


Пусть функция  – дифференцируема на некотором интервале. Тогда, дифференцируя ее, получаем первую производную 





Если найти производную от функции , получим вторую производную функции .





т.е.  или .
Этот процесс можно продолжить и далее, находя производные степени n.

.
Исследование функции на экстремум с помощью производной второго порядка.




Теорема 5. Если , то функция  в точке х0 имеет максимум, если  и минимум, если .

Если , то характер критической точки неизвестен. Для его определения требуется дальнейшее исследование.
[bookmark: Выпукливогнуткривой][bookmark: Точкиперегиба]Выпуклость и вогнутость кривой. Точки перегиба.

Кривая обращена выпуклостью вверх на интервале , если все ее точки лежат ниже любой ее касательной на этом интервале. Кривая, обращенная выпуклостью вверх, называется выпуклой, а кривая, обращенная выпуклостью вниз – называется вогнутой.





Теорема 6. Если функция  имеет на интервале  вторую производную и  () во всех точках данного интервала, то график функции имеет на  выпуклость, направленную вниз (вверх).

Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой, называется точкой перегиба. Точками перегиба могут служить только критические точки второго рода, т.е. точки, в которых вторая производная  обращается в ноль или не существует.





Теорема 7. Пусть кривая определяется уравнением . Если вторая производная  или не существует и при переходе через точку   меняет знак, то точка кривой с абсциссой  является точкой перегиба.
Правила нахождения точек перегиба.
1) Найти вторую производную функции.
2) Найти критические точки второго рода.
3) Исследовать знак второй производной в промежутках, на которые найденные критические точки делят область определения функции.
4) Определить точки перегиба и найти значение функции в этих точках.
Контрольные вопросы
1.Исследование функции на экстремум с помощью производной второго порядка.
2.Выпуклость и вогнутость кривой. Точки перегиба.
3.Правила нахождения точек перегиба.
Первообразная и интеграл.




[bookmark: Первообрфункц]Функция  называется первообразной функцией функции  на отрезке , если в любой точке этого отрезка верно равенство:

.

Надо отметить, что первообразных для одной и той же функции может быть бесконечно много. Они будут отличаться друг от друга на некоторое постоянное число, т.е. .

[bookmark: неопрединтеграл]Неопределенным интегралом функции  называется совокупность первообразных функций, которые определены соотношением:
F(x) + C.




Записывают: здесь – знак интеграла,  – подынтегральная функция, dx – подынтегральное выражение.
Вычисление неопределенного интеграла от заданной функции называется интегрированием.
[bookmark: Свойстванеопринт]Свойства неопределенных интегралов
1. Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной функции.


2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению.


3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен этой функции с точностью до постоянного слагаемого.


4. Интеграл от суммы или разности двух и более функций равен сумме или разности интегралов от этих функций


5. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла


Таблица интегралов

	№
	Интеграл
	Значение
	№
	Интеграл
	Значение

	1
	dx
	x+C
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Способ подстановки (замены переменных).



Если требуется найти интеграл , но сложно отыскать первообразную, то иногда с помощью замены  и  можно получить:


Интегрирование по частям.
Вспомним формулу производной произведения:


где u и v – некоторые функции от х. В дифференциальной форме:



Проинтегрировав, получаем: , а в соответствии с приведенными выше свойствами неопределенного интеграла:


       или          ;
Получили формулу интегрирования по частям, которая позволяет находить интегралы многих элементарных функций.
При использовании метода по частям за u берется такая функция, которая при дифференцировании упрощается, а за dv – та часть подынтегрального выражения, интеграл от которой известен или может быть найден.
Большую часть интегралов, вычисляемых по частям, можно разбить на три группы:
1. 




Интегралы вида , , , , , где P(x) – многочлен. Для их вычисления следует за u принимать одну из вышеуказанных функций, а dv = P(x)dx.
2. 


Интегралы вида , , , где P(x) – многочлен, а a – некоторое число. Для их вычисления следует приять u =P(x), а dv = eaxdx, dv = sinaxdx, dv = cosaxdx.
Как видно, последовательное применение формулы интегрирования по частям позволяет постепенно упростить функцию и привести интеграл к табличному.
3. 

Интегралы вида , , где a и b – некоторые числа. Эти интегралы вычисляются двукратным интегрированием по частям.
Определенный интеграл.







Пусть функция  определена на отрезке . Разобьем отрезок  на n произвольных частей точками . На каждом из частичных отрезков выберем произвольно по одной точке: , , …, .






Введем обозначения: , , …, .



Составим сумму: , которая называется интегральной суммой функции  на отрезке .


Геометрический смысл σ: Каждое слагаемое интегральной суммы представляет собой площадь прямоугольника с основанием  и высотой , покрытого штриховкой на рисунке.
Обозначим через  = max(xi), i = 1, 2, , n – длину наибольшего частичного отрезка. Величину  иногда называют параметром разбиения.
Рассмотрим процесс, при котором число точек разбиения неограниченно возрастает таким образом, что величина  стремится к нулю. 



Если существует предел интегральной суммы , то он называется определенным интегралом от функции  на отрезке  и обозначается




В этом случае функция  называется интегрируемой на отрезке . Число a называется нижним пределом интегрирования, а число b – верхним пределом интегрирования.



Если такой предел существует, то он не зависит от первоначального разбиения отрезка  и выбора точек ci. Из определения определенного интеграла следует, что его величина зависит только от вида функции  и от чисел a и b. Следовательно, если заданы  и пределы интегрирования, то интеграл определяется однозначно и представляет собой некоторое число.









Геометрический смысл определенного интеграла: Если  на отрезке , то определенный интеграл  геометрически представляет собой площадь криволинейной трапеции – фигуры, ограниченной линиями , , , .




Если  на отрезке , то .	
Свойства определенного интеграла
1. 
;
2. 
;
3. 

Если , то ;
4. 
;
5. 
, где k – произвольное число.
Формула Ньютона-Лейбница



Если функция  непрерывна на отрезке  и функция  является ее первообразной на этом отрезке, то имеет место формула Ньютона-Лейбница

,
то есть определенный интеграл равен разности значений первообразной при верхнем и нижнем пределах интегрирования.
Замена переменных в определенном интеграле




Пусть задан интеграл , где  – непрерывная функция на отрезке . Введем новую переменную в соответствии с формулой . Тогда если:


1) , ;



2)  и  непрерывны на отрезке ;


3)  определена на отрезке ,
то


Эта формула называется формулой замены переменной в определенном интеграле.

Замечание. Если при вычислении неопределенного интеграла с помощью замены переменной следует от новой переменной t возвращаться к старой переменной x, то при вычислении определенного интеграла этого делать ненужно, т.к. 
[bookmark: Интегрированиепочастям]Интегрирование по частям.



Если функции  и  непрерывны на отрезке , а также непрерывны на этом отрезке их производные, то справедлива формула:


которая называется формулой интегрирования по частям в определенном интеграле.
Также при вычислении определенного интеграла используются следующие правила:



Если  – нечетная, то , если нечетная, 
Геометрические приложения определенного интеграла.
[bookmark: Нахождплощадейфигур]Площадь плоской фигуры.
1) 




Площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой , прямыми  и  и отрезком , вычисляется по формуле 


Если график расположен ниже оси Ох, т.е.  < 0, то площадь имеет знак “–“, если график расположен выше оси Ох, т.е.  > 0, то площадь имеет знак “+”.
 у



	   +	       +
      0     a         –            b          x

Таким образом, для нахождения суммарной площади используется формула 

.
2) 




Площадь фигуры, ограниченной кривыми  и   и прямыми  и , находится по формуле   


3) 







[bookmark: Нахплощкриволинсектора]Если кривая задана параметрическими уравнениями  и , то площадь криволинейной трапеции, ограниченной этой кривой, прямыми  и  и отрезком , выражается формулой , где t1 и t2 определяются из уравнений  и .

Контрольные вопросы
1. Первообразная.
2.  Правила нахождения первообразных.
3. Свойства определенного интеграла.
4. Свойства неопределенного интеграла.
5. Методы интегрирования.
6. Вычисление определенных интегралов с помощью формулы Ньютона-Лейбница.
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